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Studiando la bella soluzione del Sylvestbk di un prubicnia sulla parti- 
zione de’ numeri ('), non tardammo a riconoscere che essa conduco ad un 
teorema importante per lo sviluppo io serio dello funzioni fratte razio- 
nali, preferìbile in molti casi ad altri mezzi di sviluppo. L’esposiziouc 
di questo teorema formerà il soggetto della presente nota. 

È qui necessario di richiamare alcune nozioni intorno allo sviluppo 

della funzione ('''') in potenze ascendenti della variabile t, dove r 

(1 — e ) 

dinota un numero intero e positivo. È evidente elici priinirterniinidique- 


(*) V. uQa QoU dei cliiar. Prof. RRtosciti nel lom. 8* degli Annali di Scientf maUmatiche 
fhe del Tortoli:«i , a pag. G. 

('*) Lo &\iluppo di questa o sotntglianli funabni sodo stati da noi dati nella memoria su* numeri uU 
(ra>U«rDouUÌaQÌ, iracadoli immediatamente da una proprietà della funatooe: 

1 


per quanto semplice, altrcllanto ossersabìie . la quale pud euunciarìi come segue: 

Ogni polenta intera e poeUiva della funzione j può etsere Iros/ormufa tu una /umiune lineare 
delle «tessa j e delle sue s«ecessire derivate y', y\ y',... fino a quella di u» ordine inferiore di 
una unita al grado della potema. Se r é il grado della patema, dinotata con C, ta somma de' prò» 
dotti ad i ad i de'nufneri 1,9,... (r— i), n ha: 

(“) (f-l f ) !^****' • 

Applicando questo teorema alla funsiooe: 


y =-, — j * 

1— e 

osserveremo ebe il suo sviluppo io potenze ascendenti di x ha il solo primo termine affetto dalla po> 

m 


Digitized by Google 



— 4 — 

sto sviluppo debbono essere affetti da poteiue negative di /; ed essendo 
essi i soli che attualmente occorre di considerare, scriveremo; 

iiZo' ^ 

Ecco poi la definizione de' coefficienti. Dinotata con C, la somma de’pro- 
dotti ad i ad i do’numcri consccutivH, 2, 3,...,r — 1, si ha in generale: 

C, 

“ (r-i)(r-i+l)(i--ÌH-2) . . .(r-1) 

c quindi risulta : 

Per la definizione del simbolo C, i valori dell’ indice i si estendono da 1 
a,| r — 1 ; ed in quanto all’ultimo valore si ha evidentemente; 

C„, = 1.2. 3. ..(r-1). 

Per valori di i maggiori di r — 1 bisogna ritenere C=0; e per i=0, la 
considerazione dello sviluppo diretto mostra che C„=l. 

Supposto che una funzione qualunque Fa; sia sviluppata secondo le 
potenze ascendenti della variabile x, per dinotare di una maniera cspli- 

lenta ncgalifi di modo che chiam&ndo X lutu !a (larte dello sviluppo, che comprende le potente 
positive, si avri: 



e quioili prendeodo le successive derirete: 


1 


• X’, Èf’=— — = 


t.l3 ^ 


U 




— . 


Per la sostitutioeo di questi valori nella formola (u), tenendo codio de'ioli termini fraaionarii ri* 
spello ad X, risulta; 


. 1 re. I 

(1 [“~(F 


c. 


c. 


I)»'-* (r— S)(r— 


ir 


. 

l.i...(r 




ed IO Gne, cambiando la x in — f, si ha la formola (1) data no! tosto. 



cita e generale il coeflìciente di una potenza individuata della variabile, 
come af, seguendo l’illustre Jacobi scriveremo: 


chiudendo cioè tra parentesi la data funzione, ed apponendovi come in- 
dice esterno la potenza istessa della variabile, _ con che si hanno sutt'oc- 
chio tulli gli clementi della quistione. 

Premesse tali cose dimostreremo la formala seguente: 


l2) 


L»-e )1 “ 


(n-f-l)(n-t-2)...(n+r— 1) 
1.2...(r— 1) ‘ 


la quale adunque significa che nello sviluppo della funzione in 

1 

potenze ascendenti di /, il cocfGciente di -è uguale al numero iscritto nel 
secondo membro. 

In fatti questo sviluppo può ottenersi moltiplicando la serie (I) per 
l'altra: 

n* 




1.2...(r-l) 


t’- 


ma se si cerca il solo termine affetto dalla potenza, sì potrà subito cal- 
colarlo scrivendo in ordine inverso i primi r termini di quest’ ultima se- 
rie, cioè nell’ordine seguente: 


1.2...(r-l) ^1.2...(r-2) 1.2 1 ’ 

ed allora moltiplicando questi r termini, uno ad uno, pc’ primi r ter- 
mini della serie (1), i prodotti saranno tutt’i termini del detto sviluppo 

affetti dalla potenza - , la quale perciò avrà per coefficiente; 

1.2.3...(r— 1) ■ 


Ma siccome C„=l , e C,, C,, C,, ... dinotano rispettivamente la somma 
de’ numeri 1,2,3,..., r — 1 ; la somma de’ loro prodotti a due a due ; 
quella de’ loro prodotti a tre a tre ; etc. etc. , ne segue che il numeratore 
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ili questa frazione equivale al prodotto (n-l-l)(n-(-2) — 1 ); e 
con ciò la formola resta dimostrata. 

• Si perviene ad un'altra relazione dello stesso genere considerando il 
1 

cocflìcicntc di- 
t 


nello sviluppo della funzione — jy,. La serie (1), inu 


tanduvi la I in — /, porge: 


i e. 

{e'—iy~ r 




e, 

(r-2)(r-l)l' *■ 


-(-ir'rr. 


e. 


i.2.3. .()•-!)( ■ 


e si ha inoltre: 




(n-i-ir* 
'1.2.. .(r-1) 


IJuindi, operando come nel caso precedente, si trova che nel prodotto 
di queste due serie il coellicicntc di j è espresso dalla frazione: 

' — C,fu-i-1j *-f- — 1) 

1.2.3...(r-l) ■ 


ma atteso il significato di C, , C, , C,, . . . , il numeratore equivale al pro- 
dotto »i(n — l)(ii — 2;...(n — r-t-1); dunque risulta: 

I c"‘'1 n(ii— l)fii-2)...(ii— i'4-l) 

‘ ' ■r2.3...(r-l) • 


Passando ora al soggetto della presente nota supporremo che si (ratti 
di sviluj'parc in potenze ascendenti di x la funzione fratta , dove 

con $(.r) e f(x) intendiamo funzioni intere di gradi qualunque, ma ri- 
terremo il grado della prima inferiore a quello della seconda. Dinotate 
con «, li, e,..., i le radici distinte dell'equazione •>(3') = 0, e con 
*,(3,V,...,Xi loro gradi rispettivi di moUiplicitò , si avrà: 

(*) = (X— o)* (* - bf (x -e)’ . . . (I— If ; 


quindi, se la data frazione s'immagini decomposta in frazioni semplici, 
e s' indichi con /_{.r; la somma di quelle provvenienti dalia radice « ; 
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con f^{x) la somma di quelle provvenienti dalla radico b-, e cosi per le 
altre, si potrà supporre: 


r,(4 - . r»(*) - 2. 




e la proposta frazione verrà trasformata nella somma: 


(x-l)' ' 


( 4 ) 

Sia I*. il coefficiente della potenza x" nello sviluppo del primo membro 
di questa identità; è chiaro che esso equivale alla somma de' coefficienti 
della stessa potenza negli sviluppi di tutte le frazioni semplici comprese 
nel secondo; sicché può riguardarsi come formalo da tante parti quante 
sono le radici a, b,..., l; e però se queste parti si dinotino rispettiva- 
mente con P,^, P,_j, P,j, sarà: 




o sotto forma più concisa: 

intendendo comprese nella sommatoria le parti dovute a tutte le radici. 

Segue pertanto dalle precedenti convenzioni che P,_, esprime il coeffi- 
ciente di x" nello sviluppo della funzione: 


( 5 ) 


f.(x) = 


2 , 


(x-o)' 


2,(-l)' 

1 


A.- ■ 

(o-x)' ’ 


c siccome nello sviluppo della frazione sotto l'ultimo 2 potenza x" ha 
per coefficiente: 

A,., (n-r-l)(n-4-2)...(n-<-r— 1) 

cosi risulta: 

p _v/ . ■■ A..- (n-^^)(n+2) ■ ■ ■ (n-t-r-l) 
a'" 1.2...(r-l) 

ma applicando la formula (2) potremo scrivere invece: 


(«) 
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Oiò premesso, se si moltiplica per l’eguaglianza (i), si avrà; 
Ora pongasi tra ® e < la relazione : 


x=ae~‘ j 


cosi i due membri della (7), mutandovi laxin oe~', diverranno funzioni 
di /; c ne’loro rispettivi sviluppi saranno uguali i coellieicnti di . È os- 
servabile però che gli sviluppi di , a'è" flae"') non pos- 

sono contenere potenze negative di /; di modo che si avrà semplicemente: 


( 8 ) 




Da un’altra parte essendo per la (5): 




x~" 

(o-xj' ’ 


cambiando la x in ae~*, verrà: 




c quindi, lenendo presente la (6) e la (8), risulta in fine la furmola sC' 
guentc : 


( 9 ) 





*(««■') Jr' ' 


donde l’altra ; 


(IO) 





Questa formola importante a più riguardi, ed innanzi tutto perchè, tolta 
di mezzo la decomposizione della data frazione in frazioni parziali, fa 
dipendere immediatamente il valore di P,__, c quindi anche quello di P,, 
dalle stesse funzioni iniziali f c ^ , costituisce il teorema fondamentale 
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della presente nota, e che si traduco (^ome segue in linguaggio ordinario. 

Nello sfUnjipo ascendente della fraùone il cocfficienU di t" è la somma 
di tante parti diverse, f/uante sono le radici distinte dell'equazione ^x=0, 
e la parte dovuta ad una radice qualunque a è uguale al coefficiente di 


nello svilujtpo ascendente della funzione di t, in cui si trasforma il prodotto 
, mutandovi la x in ao”*. 

i 

In quanto al coefiìcicnte di - nello sviluppo ascendente della funzione : 


, («) 


e'‘f(ae-’) 


il mezzo più naturale per calcolarlo (almeno in generale) consisto nel 
sostituire alio esponenziali i loro sviluppi, e quindi dividere il numera- 
tore pel denominatore , flncbò si pervenga al termine affetto da t~' ; ma 
per ciò sono indispensabili alcune dilucidazioni. Certamente questo svi- 
luppo deve contenere potenze negative di /, il che importa che il deno- 
minatore ^{ac ') debba essere divisibile per una potenza positiva di (, 
come bene ò provato dall’analisi precedente; e di fatti basta osservare 
che nella espressione di data dalla (C), le frazioni comprese nella 
sommatoria hanno per denominatori i binomii 1 — e"*, (1 — c~‘) 

(i — «*') , evidentemente divisibili per/, t’, e perciò la funzione 
■^{ae~') sarò necessariamente affetta dal fattore l", dinotando a il grado 
di moltiplicilò della radice a. Però, siccome l’esistenza di un tal fattore 
non è punto un fatto immediato , cosi ò d’ uopo di comprovarla diretta- 
mente, onde non essere arrestato nelle applicazioni. 

Supponiamo: 

(x) = I.-h i.a: -t- t.a:‘+ 


e pongasi x—ae~‘, dinotando a una costante qualunque ; si avrà : 

+ (aO = 1.4- (.a*--*- i.o'e-”4- ; 

ma, sostituendo atte esponenziali i loro sviluppi, il risultamcnto avrà la 
forma ; 

(12) -K . , . t*4- .. . 

* 
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(love però si ha con legge manifesta : 


fc,= 1, -f 

■ i,a . 

IX 

k.= - 1 

[l.l,a-(-2 l,a‘-t-3 1.oV . . 

• t-fX] 

o 1 

"lV,o-|-2’I,o‘+3V'-t-. 

..-(-/.■ix] 



•+I'’x] 

fc- 

'“•1.2. ..il 

1,0 -4-., 



Ciò premesso, ammettendo che a sia radice multipla di grado » dcirequa- 
zione ò((c)=0, conformemente a ciò che Si ò detto hisognorchbo che il 
secondo membro della (12) fosse divisibile pcrt“, c quindi nullclc espres- 
sioni di k„, k,, k ; ma questo è ciò che punto non vedesi, salvo 

che per la prima E tuttavia qui non trattasi che di una conseguenza 
immediata di un importante teorema relativo alla teoria generale delle 
equazioni, ma trascuralo da lutti gli scrittori di algebra del secolo pre- 
sente. Intendiamo qui parlare del teorema di IIudde,' il quale può cosi 
enunciarsi. « Se un'equazione abbia una o più radici multiple, moltipli- 
« cando i suoi termini pe’termini di qualsivoglia progrcssionearitmetica, 
o uno ad uno, la nuova equazione conterrà le stesse radici multiple; ma 
« il grado di multiplicità di ciascuna vi sarà diminuito di una unità ». 
Segue da questo teorema che se un'equazione abbia una radice n, mul- 


(') Siccome 

è evideoU» ebe U funtioDo: 




si oilieae operando sopri '^a col simbolo di derivixioae («DJ'; di modo ebe si ba in generale 
e sarà quindi: 
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tlpln di grado p, moltiplicando successivamente* i suoi termini pe'termini 
di p — 1 progressioni aritmetiche, sia diverse, sia le stesse, le risultanti 
;i— 1 equazioni conterranno tutto la radice a; però la prima la conterrà 
p — I volte; la seconda p — 2; la terza p — 3; o cosi di seguito fino all’ul- 
tinia, nella quale la radice a sarà divenuta semplice. 

Venendo ora al caso nostro dobbiamo solo osservare che le espressioni 
di A',, A„. . . a parte i segni ed i moltiplicatori numerici, sono ciò 
che diviene il primo membro dell’ equazione: 

ò(x) = l,+l,x+l,x‘-h l,x ‘+ . . . -t- l^ae^=0 . 


moltiplicandone i termini a — 1 volte di seguito pe’termini della stessa 

progressione aritmetica : 0, 1 , 2, 3 e poi mutando a: in o. Quindi, 

essendo a radice multipla dell’equazione di grado x, risulta 

senza più i,=0, A-,=0,..., k^_^=0. 

Segue da quanto precede che lo sviluppo della funzione deve 

mancare de’ primi « termini, e ridursi alla forma: 


ma posto : 


( 13 , 
verrà : 

Avremo adunque: 


5t — • 

^r(ae . 

e’^rlae-') e'"y(oe~') . 
+(oO ~ rn ' 


.. 1 


0 ciò dimostra che il coefficiente di - nello sviluppo del primo membro 
è uguale al coefficiente di t*"' nello sviluppo della funzione : 


‘) . 
6t 


in conseguenza di che le fòrmolc (9) e (10) divengono: 


(U) 

( 15 ) 



5| J,K-I 
6t ■ 


# 
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Supponendo: 
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risulta : 


e" 5 >(ae"') = h^-+- h,t+ ■ ■ ■ 
e“f(ne'') 


c quindi si vede cho la ricerca del valore di si riduce a calcolare 
nell'ultima divisione il coeUcicnte della potenza ma, condotta la 
quistione a tal punto, pel calcolo circttivo di quel cocflìcicnte rimandia- 
mo alle formolc già dato per lo stesso oggetto nclla^ memoria sullo svi- 
luppo delle funzioni fratte razionali. 

I risultamcnti che precedono parrebbero poco utili fìncliò non si co- 
noscano le radici dcH’cquazionc ^ar=0; ma qui, come nella memoria 
citala, il valore di P. si può facilmente tradurre in somme di potenze si- 
mili delle radici di una o più equazioni. 

Osserviamo dapprima cho, se a è radice semplice dell'equazione ^.1=0, 
vale a dire se »=1 , il valore di P___ si ottiene immediatamente, pcrcliò 
essendo uguale al primo termine dello sviluppo della funzione che figura 
nel secondo membro della (14), esso ò ciò che diviene la stessa Inazione 
per t=0; e cosi si avrebbe: 



Ora, essendo «=1, in virtù della (13) si ha fl(o)=i, ; ma si è veduto che 
(flD )'J' 0 = — aya-, dunque risulta: 


1 > 

•f'o 

come nella memoria anzidetta fu trovato per altra via. 

Ciò premesso s'indichi con g il grado deirequaziono Se le 

sue radici sono disuguali, l'espressione di P^sarà definita dalla formola: 

. P =v — . 

■ ya' 

nella quale la sommatoria va estesa a tutte le radici della delta equazio- 
ne. Intanto, siccome >f'o=0, la frazione ^ si potrà trasformare in una 

y « 
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rtolcrminnta funzione intera di a, di grado inferiore a 3; c però, inama- 
ginando operala questa trasformazione, porremo: 

-^=A,-i-A,o-+-A,a*-4-...A > 

y o 

dove i coelBcienli A„, A,, indipendenti da a, sono numeri eo- 
nosciuti, i cui valori dipendono soltanto dalle costanti delle funzioni 
c L’espressione di diviene in conseguenza; 

P,=2— «■^‘‘■•'(A.+A.a-hA.a’-t- ... -t- A,.,a*'’) 

ed effettuando la moltiplicazione sotto il si avrà : 

P.=N;(A.o^— >-H A.a-~-t- A.o-'"- >4- . . A^.o' -'•*') . 

È ora evidente che per estendere questa somma a tutte le radici dcH'e- 
quazione !ix=0 non si ha che a mutare le potenze di a in somme di po- 
tenze delle radici dell'equazione ^a;=;0, di gradi uguali a quelli delle 
stesse potenze di a ; e però dinotato con s. la somma delle potenze i“"‘ 

delle radici dell’equazione risulterò: 

P,= A.S...-I- A.s,-+-A.«„.-(- . . . -t- . 

Intorno a questa formolo crediamo di dover ripetere alcune osserva- 
zioni già fatte nella memoria ricordata più sopra. Essa costa di g termi- 
ni , cioò di tanti termini quante sono le unitò del grado di •fix, c gl’in- 
dici delle s vi formano una progressione di numeri naturali decrescenti 
che comincia da n-t-l. Però le ultime condizioni non sono assolute, e 
la serie degl'indici, crescente o decrescente come si voglia, può farsi 
cominciare da qualunque altro numero. Volendo per esempio che sia 
crescente, e cominci da n, si osserverà che: 

Va /tt 
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qnindi invece dclln frazione — 7?- si Irasformerà la fraziono — --77—; 

' a • ^ o 

cd allora supponendo: 

— — — -f— *-4- . * . + A A , 

y o ■ ■ 

verrà ; 

i‘,=2:(A.o'-+ A,a'-’-l- . . . -I- A ,_.a + A,.,)o->*-‘’ , 

ossia : 

I’.=il(A.a''-»- A ... 4 - A,_,o- A,_,o^-^' ) ; 

c quindi risulta ; 

I'.= A,s„ 4- A,«,,,-t- - . ■ 4- A^.,»,.^.,-t-A 

furinola in cui la serie degl’indici cresce, e comincia da n. 

Supponiamo ora clic l'equazione l>x —0 ammetta diverse classi di ra- 
dici multiple, 0 con altre parole supponiamo che la funzione Jx sia ri- 
soluta, 0 possa risolversi in più fattori razionali primi tra loro, ed abbia 
la forma: 

■Ì.X — (;,*)’• (>,X)**. . . 

dove con ■>,x,|^,...,{'XÌntendiamo funzioni qualunque intere, primo tra 
loro, ninna dello quali abbia fattori lineari multipli, e siano g„g„-..,g, 
i loro gradi rispettivi. Cosi lo radici dell’ equazioni: 

^..(x)=0 , -|.,(i) = 0 +,(x)=0 

saranno tutte disuguali, ma saranno multiple in riguardo aU’cquazionc 
^x=0, c propriamente quelle della prima, ^,x=0, multiple di grado 
». ; quelle della seconda, multiple di grado »,; e cosi di seguito. 

Posto ciò, considerando le parti di P^ dovute a tutte le radici di una 
qualunque delle dotto equazioni, per esempio p,x=0, si riconosce facil- 
mente elio le loro espressioni sono funzioni simili delle stesse radici; di 
modo clic la loro somma sarà una funziono simmetrica dello radici me- 
desime, e sarà perciò csprimibilo razionalmente por mezzo dc'cocfDcicnti 
di queir equazione. Ora questa funziono simmetrica, la quale costituisce 
tutta la parto di P, provvenientc dal fattore di |x rappresentato con 
(ò,.z‘)“', e che noi distinguiamo col nome di componenle ragionale di P. 
dovuta al detto fattore, può come nel caso precedente tradursi in somme 
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di potenze simili delle radici dell' equazione ^,x=^0. Indicando questa 
componente con W,, il suo valore sarà dapprima dcllnito dalla rorinola: 


w.=2[ 


e'"r(tte-*) 



nella quale la sommatoria va estesa a tutte le radici dell’ equazione 
il che intendiamo accennato dall’Indice i apposto inreriormcnte 
al Intanto, siccome a è radico multipla di grado », deU’cquaziono 
la funziono sarà divisibile per ( questa funzione si po- 

trà mettere in conseguenza sotto la forma : 

ov’è fatto per compendio: 


=(-!)*' 


(aP. )*'?'« , (nP..)’»'” 

K+2)’ 



e quindi la formola precedente diverrà: 


W, 


• -L e.(t) J 


Ma se si dinota con F,{o) il coetlìcientc di nello sviluppo di: 


e“f'ae-‘) 

»A0 ’ 

avremo ancora: 

W,=VF,(a]Xo-. 

t 

Ora essendo F^a una funzione di a generalmente frazionaria ; ed inoltre 
essendo a radice dell’ equazione che si suppone di grado y., 

potrà quella frazione essere trasformata in una determinata funzione in- 
tera di «, di grado inferiore a g,. Immaginiamo operata questa trasfor- 
mazione, c pongasi: 

F,a=A<Ì‘ -t- A'i’a + . . . -t- . o‘‘‘ ‘ • 


(*^ Scgueoilo l'iHaitre Sebldmtlcb scrìviamo io gcacrale p‘ (pcoo apostrofe) per iodicare il pro- 
dotto di p oiimeri successivi 1,9, 3, . ■ . , p. 
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Si ottiene in silTalta guisa : 

W, = 2 A','’a H- A',‘ o*-(- . . . + A, , , a*' ' ) »■’ 

ossia : 

W.= V A';> A^'’(|-‘"-*’-t- . . . + A^ a"'”'*' 

ed in fine dinotata con la somma dello potenze p"** delle radici dcl- 
l'equaziiinc lr,(l)= 0 » risulterà: 

w, = a'.->s;ìi.4- A':wjL,-h . . . + a«>.. . . 

Con lo stesso metodo si possono calcolare le espressioni di tutte le altre 
componenti , e si avrà in conseguenza il valore di P. espresso razional- 
mente per mezzo de’coellìcienti delle funzioni 9 o <f>. 


607153 
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